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Λογισμός κατά Ito

Θα μας απασχολήσουν στοχαστικές διαδικασίες που έχουν άμεση εξάρτηση από τον χρόνο t
και από μια στοχαστική διαδικασίαXt η οποία προσδιορίζεται άμεσα ή έμμεσα από μια κίνηση
Brown.

Παράδειγμα

Η τιμή ενός χρηματοοικονομικού παραγώγου εξαρτάται από την αξία μετοχών οι οποίες
μοντελοποιούνται με στοχαστικότητα που καθορίζεται από την κίνηση Brown.

Συμβολισμός

It =

∫ t

0

XsdWs ⇔ dIt = XtdWt
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Λογισμός κατά Ito

It =

∫ t

0

XsdWs ⇔ dIt = XtdWt

Τετραγωνική μεταβολή (quadratic variation) ολοκληρώματος κατά Ito

[I, I](t) = lim
n→∞

n−1∑

k=0

(I(tk+1)− I(tk))
2

ισχύει οτι (χωρίς απόδειξη):

[I, I](t) =

∫ t

0

X2
sds

εναλλακτικά γράφουμε
d[I, I](t) = X2

t dt
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Λογισμός κατά Ito

dI
(1)
t = XtdWt, dI

(2)
t = YtdWt

Από κοινού τετραγωνική μεταβολή (quadratic covariation) ολοκληρωμάτων κατά Ito

[I(1), I(2)](t) = lim
n→∞

n−1∑

k=0

(I
(1)
tk+1

− I
(1)
tk

)(I
(2)
tk+1

− I
(2)
tk

)

Μπορεί να δειχθεί ότι:

[I(1), I(2)](t) =
1

2

(
[I(1) + I(2), I(1) + I(2)]− [I(1), I(1)]− [I(2), I(2)]

)

ισχύει οτι (χωρίς απόδειξη):

[I(1), I(2)](t) =

∫ t

0

XsYsds ⇔ d[I(1), I(2)](t) = XtYtdt
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Λογισμός κατά Ito

Για ευκολία θα εισάγουμε του παρακάτω συμβολισμούς:

Συμβολισμοί

(dIt)
2 = d[I, I](t)

dI
(1)
t dI

(2)
t = d[I(1), I(2)](t)
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Λογισμός κατά Ito

Θα υπολογίσουμε τη τετραγωνική μεταβολή της κινήσεως Brown
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Λογισμός κατά Ito

Ito’s formula για την κίνηση Brown

ΈστωWt κίνηση Brown στο T = [0, T ] και συνάρτηση f δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμη
στο R. Για κάθε t ∈ T ισχύει:

f(Wt) = f(0) +

∫ t

0

f ′(Ws)dWs +
1

2

∫ t

0

f ′′(Ws)ds, t ∈ T
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Λογισμός κατά Ito
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Λογισμός κατά Ito
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Λογισμός κατά Ito

(Ξανά-) Υπολογίζοντας το στοχαστικό ολοκλήρωμα της Wt
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