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Στοχαστικό ολοκλήρωμα κατά Ito

Θα χρειαστούμε τη σύγκληση τυχαίας μεταβλητής με την έννοια της μέσης τετραγωνικής
συγκλίσεως.

Μέση τετραγωνική σύγκλιση (Mean-Square convergence)

Xn
m.s−−→ X ⇔ lim

n→∞
E[(Xn −X)2] = 0

Ορισμός

Με L2 συμβολίζουμε την οικογένεια των τυχαίων μεταβλητών X(ω) για τις οποίες
ικανοποιείται η συνθήκη E[|X|2] < ∞
Ορισμός

ΜεM2 συμβολίζουμε την οικογένεια των στοχαστικών συναρτήσεων f(t,ω) για τις οποίες
ικανοποιείται η συνθήκη E[

∫ T

0
|f(t)|2dt] < ∞
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Στοχαστικό ολοκλήρωμα κατά Ito

Νόρμα στοχαστικής διαδικασίας

Έστω στοχαστική διαδικασία f = f(t,ω), t ∈ T = [0, T ], ω ∈ Ω

∥f∥2M2 = E
[∫ T

0

|f(t)|2dt
]

▶ Θα λέμε οτι η ακολουθία στοχαστικών διαδικασιών συγκλίνει ως προς την παραπάνω
νόρμα στην στοχαστική διαδικασία f εάν limn→∞ ∥fn − f∥M2 = 0

fn
∥·∥M2−−−−→ f ⇔ lim

n→∞
∥fn − f∥M2 = 0
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Στοχαστικό ολοκλήρωμα κατά Ito

Έστω διαμέριση του T = [0, T ] στους χρόνους tk = kt, δt = T/N και η στοχαστική
κλιμακωτή συνάρτηση fn(t,ω) όπως την προηγούμενη διάλεξη.

Διακριτό στοχαστικό ολοκλήρωμα - Στοχαστικές κλιμακωτές συναρτήσεις

In(f) =

n−1∑

k=0

fn(tk,ω)(Wtk+1
−Wtk)

Πρόταση

Για κάθε κλιμακωτή στοχαστική διαδικασία fn ∈ M2 το διακριτό στοχαστικό ολοκλήρωμα
In = In(fn) είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμη τυχαία μεταβλητή In ∈ L2 και ισχύει

E[|In|2] = E
[∫ T

0

|fn(t)|2dt
]

4 / 9



Στοχαστικό ολοκλήρωμα κατά Ito
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Στοχαστικό ολοκλήρωμα κατά Ito

Στοχαστικό ολοκλήρωμα

Έστω στοχαστική διαδικασία f ∈ M2. Συμβολίζουμε με I(f) το στοχαστικό ολοκλήρωμα κατά
Ito εάν

lim
n→∞

E[|I(f)− In(fn)|2] = 0

για κάθε ακολουθία κλιμακωτών συναρτήσεων που προσεγγίζουν την f στονM2.
Θα γράφουμε:

I(f)
.
=

∫ T

0

f(t)dWt

ή

I(f)
.
=

∫ T

0

ftdWt
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Στοχαστικό ολοκλήρωμα κατά Ito

Πρόταση

Για κάθε f ∈ M2 το στοχαστικό ολοκλήρωμα κατά Ito I(f) ∈ L2 υπάρχει, είναι μοναδικό και
ικανοποιεί

E[|I(f)|2] = E
[∫ T

0

|f(t)|2dt
]
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Εφαρμογή

Θα ασχοληθούμε με τον υπολογισμό του στοχαστικού ολοκληρώματος κατά Ito της κίνησης
Brown στο T = [0, T ], δηλαδή,

I(Wt) =

∫ T

0

WtdWt

Το αποτέλεσμα θα είναι τυχαία μεταβλητή.

9 / 9










	Διάλεξη 6

