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Martingales

Είναι η Brownian motion martingale;

θέλουμε να εξετάσουμε εάν
E[Wt|Fs, t > s] = Ws
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Martingales

Είναι η exp(Wt − 1
2
t) martingale;

Θέλουμε τα εξετάσουμε εάν

E[exp(Wt −
1

2
t)|Fs, t > s] = exp(Ws −

1

2
s)
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Βασικές ιδιότητες

1.
E[E[St|Ft]] = E[St]

2.
E[E[St|Fs]|Fr] = E[St|Fr], για r < s < t

3.
E[Wt −Ws|Fs] = E[Wt −Ws] = 0

4.
E[(Wt −Ws)

2|Fs] = E[(Wt −Ws)
2] = t− s

4 / 12



Εφαρμογή

θέλουμε να υπολογίσουμε την μέση τιμή

E[W 2
t |Fs, t > s]
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Εφαρμογή

Έστω Xt προσαρμοσμένη στοχαστική διαδικασία στην Ft

Θα υπολογίσουμε την μέση τιμή

E[Xt(Wt+ε −Wt)], ε > 0
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Στοχαστικό ολοκλήρωμα κατά Ito

Έχουμε κάνει αναφορά για στοχαστικά ολοκληρώματα της μορφής

∫ T

0

StdWt

▶ Η ολοκλήρωση γίνεται ως προς την κίνηση Brown
▶ Το ολοκλήρωμα αποτελεί μια τυχαία μεταβλητή

7 / 12



Στοχαστικό ολοκλήρωμα κατά Ito

T = [0, T ], δt = T/n, tk = kδt, k = 0, . . . , 1

Θα ορισουμε αρχικά διακριτά στοχαστικά ολοκλήρωματα για μη-στοχαστικές κλιμακωτές
συναρτήσεις

Κλιμακωτές συναρτήσεις (step functions)

f(t) =

n−1∑

k=1

f(tk)1[tk,tk+1]

Διακριτό στοχαστικό ολοκλήρωμα κλιμακωτής συνάρτησης

In(f) =

n−1∑

k=1

f(tk)(Wtk+1
−Wtk)
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Στοχαστικό ολοκλήρωμα κατά Ito

Ιδιότητες

▶ In(f) αποτελεί τυχαία μεταβλητή.

In(f) ∼ N (0,

n−1∑

k=1

f2(tk)δt)

▶ In(αf) = αIn(f)

▶ In(f1 + f2) = In(f1) + In(f2)
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Στοχαστικό ολοκλήρωμα κατά Ito

στοχαστικές κλιμακωτές συναρτήσεις (stochastic step fuctions)

f(t,ω) =

n−1∑

k=1

f(tk,ω)1[tk,tk+1], ω ∈ Ω

Υποθέτουμε τις παρακάτω ιδιότητες.
▶ Καθώς η πληροφορία της κινήσεως Brown γίνεται διαθέσιμη μέχρι και τον χρόνο tk ,

μπορούμε να προσδιορίσουμε το f(tk), δηλαδή η f(ttk) είναι προσαρμοσμένη στην Ftk .

▶
∫ T

0
E[f2(t,ω)]dt < ∞, για T < ∞

Διακριτό στοχαστικό ολοκλήρωμα της f

In(f) =

n−1∑

k=1

f(tk,ω)(Wtk+1
−Wtk)

Ποία κατανομή ακολουθεί το In(f);
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Στοχαστικό ολοκλήρωμα κατά Ito
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Στοχαστικό ολοκλήρωμα κατά Ito
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Στοχαστικό ολοκλήρωμα κατά Ito
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