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Στοιχεία θεωρίας πιθανοτήτων

Χώρος πιθανότητας

▶ Ω : Δειγματικός χώρος
▶ F : σ-αλγέβρα ενδεχομένων του Ω
▶ P : Μέτρο πιθανότητας στον (Ω,F)

Η τριπλέτα (Ω,F ,P) καλείται χώρος πιθανότητας.
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Στοιχεία θεωρίας πιθανοτήτων

σ-άλγεβρα στο Ω

Ονομάζουμε μια συλλογή υποσυνόλων F του Ω, σ-άλγεβρα εάν ικανοποιούνται οι παρακάτω
ιδιότητες

▶ Ω ∈ F
▶ A ∈ F ⇒ Ac ∈ F
▶ Ai ∈ F , i = 1, 2, · · · ⇒ ∪∞

i=1Ai ∈ F

Μεγαλύτερη σ-άλγεβρα στο Ω

Το δυναμοσύνολο του Ω (συλλογή όλων των υποσυνόλων) αποτελεί την μεγαλύτερη σ-άλγεβρα
στο Ω. Το συμβολίζουμε ως 2Ω.

σ-άλγεβρα που παράγεται από μια συλλογή υποσυνόλων G
Ονομάζεται η μικρότερη σ-άλγεβρα που περιέχει τη συλλογή G. Την συμβολίζουμε ως σ(G)
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Στοιχεία θεωρίας πιθανοτήτων

σ-άλγεβρα Borel B(R)
Ονομάζεται η σ-άλγεβρα που παράγεται από την συλλογή των ανοικτών υποσυνόλων του R.
Δηλαδή B(R) = σ((a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞)

ισοδύναμα, B(R) = σ((−∞, x], x ∈ R)

Μέτρο πιθανότητας

Μια απεικόνιση P από τη σ-άλγεβρα F στο διάστημα [0, 1] ονομάζεται μέτρο πιθανότητας εάν
ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες:

▶ P(Ω) = 1

▶ Εάν Ai ∈ F , i = 1, 2, . . . ξένα τότε P(∪∞
i=1Ai) =

∑∞
i=1 P(Ai)
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Στοιχεία θεωρίας πιθανοτήτων

Τυχαία μεταβλητή

Μια απεικόνιση X : Ω → R για την οποία

{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} ∈ F

για κάθε x ∈ R καλείται τυχαία μεταβλητή.

Πιθανότητα τυχαίας μεταβλητής

PX(A) = P(ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A)

για κάθε A ∈ B(R)
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Στοχαστικές διαδικασίες για την αξία προϊόντων

▶ Αξία προιόντος - Την περιγράφουμε με μια στοχαστική διαδικασία

(t,ω) → St(ω) ∈ R≥0, t ∈ T, ω ∈ Ω

▶ Δοσμένο ω∗ ∈ Ω: St(ω
∗) μια πραγματοποίηση (τροχιά).

▶ Δοσμένο t∗ ∈ T: St∗(ω) τυχαία μεταβλητή που περιγράφει την αξία την χρονική τιμή t∗.
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Στοχαστικές διαδικασίες για την αξία προϊόντων

Παράδειγμα : Τυχαίος περίπατος με 2 βήματα

▶ Κίνηση στον πραγματικό άξονα σε διακριτές χρονικές στιγμές (T = {0, 1, 2})
▶ Αρχική θέση Y0 = 0

▶ Βήματα στους διακριτούς χρόνους t = 1, 2

Xt =

{
+1, με πιθανότητα 0.5

0, με πιθανότητα 0.5
, t ∈ {1, 2}

Yt = Yt−1 +Xt, t = 1, 2
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Μοντέλο για τη μεταβολή της αξίας ενός προϊόντος

dSt

St
= µdt+ σdWt

▶ t ∈ T = [0, T ]: Χρόνος
▶ Wt: Κίνηση Brown (Brownian motion)

▶ Θα δείξουμε στη πορεία του μαθήματος ότι η λύση της παραπάνω στοχαστικής εξίσωσης
δίδεται ως:

St = S0 exp(µt) exp(σWt − 0.5σ2t)

▶ Το µ θα δούμε ότι σχετίζεται με το προϊόν χωρίς ρίσκο
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Κίνηση Brown (Brownian motion)

Ονομάζεται η στοχαστική διαδικασία σε συνεχή χρόνο με τις ακόλουθες ιδιότητες
▶ W0 = 0 (Αρχική θέση)
▶ Wt+δt −Wt ∼ N (0, δt), για κάθε δt > 0

▶ Εάν (t1, t2) ∩ (s1, s2) = ∅ τότεWt2 −Wt1 ,Ws2 −Ws1 είναι ανεξάρτητες τυχαίες
μεταβλητές.

Πόρισμα

▶ Wt ∼ N (0, t)

▶ Wt =
√
tZ, Z ∼ N (0, 1)
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Κίνηση Brown (Brownian motion)

▶ E(Wt) = 0

▶ Var(Wt) = t

Για t ̸= s θα υπολογίσουμε το Corr(Wt,Ws)
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Κίνηση Brown (Brownian motion)

ΈστωW
(1)
t , W

(2)
t ανεξάρτητες κινήσεις Brown. Για ποιες τιμές a, b ∈ R η στοχαστική

διαδικασία Bt = aW
(1)
t + bW

(2)
t αποτελεί κίνηση Brown;
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Κίνηση Brown (Brownian motion)

Θα κατασκευάσουμε 2 συσχετισμένες κινήσεις BrownWt, Bt με Corr(Wt, Bt) = r ∈ (−1, 1).
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Κινήση Brown (Brownian motion)

Προσέγγιση της κινήσεως Brown σε διακριτοποιημένο χρόνο

▶ T = [0, T ]

Ορίζουμε δt = T/n, tk = kδt, k = 0, . . . , n

Wtk −Wtk−1
∼ N (0, δt), k = 1, . . . , n
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Εφαρμογή

Η τιμή μιας μετοχής περιγράφεται από τη στοχαστική διαδικασία

St = S0 exp(µt) exp(σWt − 0.5σ2t), S0 = 1

με µ = 0.1 και σ = 0.25.

Θα παρουσιάσουμε 10 πιθανά σενάρια για την πορεία της τιμής της μετοχής για τον επόμενο
χρόνο (ανάλυση ανά μια μέρα).

Ποια είναι η αναμενόμενη τιμή της μετοχής με την συμπλήρωση του έτους?
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Εφαρμογή
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