
Ενδιάμεση Εξέταση
Θέματα Πιθανοτήτων - Στατιστικής : Μαθηματική Χρηματοοικονομία

Διάρκεια: 150 λεπτά

Διδάσκων: Κώστας Σμαραγδάκης

Όπου εμφανίζεται𝑊𝑡 θα συμβολίζει την κίνηση Brown (Brownian motion) στο 𝑡 ∈ T = [0, 1].
Θέμα 1 (2 μονάδες)

α) Γράψτε τον ορισμό του στοχαστικού ολοκληρώματος ∫10 𝑊𝑡𝑑𝑊𝑡 (με όριο και άθροισμα).
β) Υπολογίστε το ολοκλήρωμα με όποιο τρόπο θέλετε.

Θέμα 2 (2 μονάδες)
Για την στοχαστική διαδικασία 𝑋𝑡, 𝑡 = 0, 1,… έχουμε αρχική τιμή 𝑋0 = 1 και 𝑝 ∈ (0, 1). Ισχύει𝑋𝑡 = {0.9𝑋𝑡−1 + 0.1, με πιθανότητα 𝑝𝑋𝑡−1, με πιθανότητα 1 − 𝑝 , 𝑡 = 1, 2,…
Βρείτε στοχαστική διαδικασία της μορφής 𝑌𝑡 = 𝑎𝑋𝑡 + 𝑏𝑡 με 𝑎𝑏 ≠ 0 έτσι ώστε η 𝑌𝑡 να είναι martingale.
Θέμα 3 (2 μονάδες)
α) Δείξτε ότι 𝑡𝑊𝑡 ∈ 𝑀2.
β) Υπολογίστε τη διασπορά του ολοκληρώματος ∫10 𝑡𝑊𝑡𝑑𝑊𝑡, (Υπενθύμιση: Η μέση τιμή είναι μηδέν).

Θέμα 4 (2 μονάδες)
α) Βρείτε θετική σταθερά 𝑎 και μη αρνητική συνάρτηση 𝑏(𝑡) έτσι ώστε 𝑋𝑡 = 𝑎𝑊2𝑡/3 και 𝑌𝑡 = 𝑏(𝑡)𝑊1−𝑡/3
να είναι κινήσεις Brown για 𝑡 ∈ T = [0, 1].
β) Για τα παραπάνω 𝑎, 𝑏(𝑡) εκφράστε την στοχαστική διαδικασία 𝑋𝑡 ως γραμμικό συνδυασμό της 𝑌𝑡 και
μιας κίνησης Brown 𝐵𝑡 τέτοια ώστε Cov(𝑌𝑡, 𝐵𝑡) = 0.
Θέμα 5 (2 μονάδες)
Έστω η στοχαστική διαδικασία 𝑋𝑡, 𝑡 ∈ T = [0, 1] για την οποία ισχύει𝑑𝑋𝑡 = 12𝑋𝑡𝑑𝑡 +𝑋𝑡𝑑𝑊𝑡, 𝑋0 = 1
Δείξτε ότι 𝑋𝑡 = 𝑒𝑊𝑡 είναι λύση της εξίσωσης. Υποθέστε μοναδικότητα.
Εάν επιπλέον έχουμε την στοχαστική διαδικασία 𝑌𝑡 = 𝑡𝑊𝑡 δείξτε ότι𝑑(𝑋𝑡𝑌𝑡) = (0.5𝑡𝑊𝑡𝑒𝑊𝑡 +𝑊𝑡𝑒𝑊𝑡 + 𝑡𝑒𝑊𝑡)𝑑𝑡 + (𝑡𝑒𝑊𝑡 + 𝑡𝑊𝑡𝑒𝑊𝑡)𝑑𝑊𝑡
Θέμα 6 (2 μονάδες)
Για δύο μετοχές θεωρούμε ότι η αξίες ακολουθούν τις εξισώσεις:𝑑𝑆(𝑗)𝑡𝑆(𝑗)𝑡 = 2𝑗𝑑𝑊(𝑗)𝑡 , 𝑆(𝑗)0 = 1, 𝑗 = 1, 2
Υπολογίστε τo Corr(𝑆(1)𝑡 , 𝑆(2)𝑡 ) εάν είναι γνωστό το Corr(𝑊(1)𝑡 ,𝑊(2)𝑡 ) = 𝜌 ∈ (−1, 1).
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Ito’s Formula (Ito’s Lemma)
Έστω συνάρτηση 𝑓 ∶ R2 → R, δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμη και στοχαστική διαδικασία 𝑋𝑡 τέτοια
ώστε 𝑑𝑋𝑡 = 𝜇(𝑋𝑡, 𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎(𝑋𝑡, 𝑡)𝑑𝑊𝑡 (στοχαστική διαφορική εξίσωση διάχυσης)

όπου 𝜇, 𝜎 συνεχείς συναρτήσεις ως προς 𝑋𝑡, 𝑡. Η Ito’s formula για την 𝑓(𝑋𝑡, 𝑡) γράφεται ως:𝑑𝑓(𝑋𝑡, 𝑡) = {𝜕𝑓𝜕𝑡 + 𝜇(𝑋𝑡, 𝑡)𝜕𝑓𝜕𝑥 + 12𝜎2(𝑋𝑡, 𝑡)𝜕2𝑓𝜕𝑥2}𝑑𝑡 + 𝜎(𝑋𝑡, 𝑡)𝜕𝑓𝜕𝑥𝑑𝑊𝑡
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