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Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση

Δειγματικό μοντέλο απλής γραμμικής παλινδρόμησης

ŷ = a + bx

▶ a είναι δειγματική προσέγγιση του A

▶ b είναι δειγματική προσέγγιση του B

▶ ŷ είναι η εκτιμώμενη τιμή του y για δοσμένο x

Τυχαίο σφάλμα του δειγματικού μοντέλου απλής γραμμικής παλινδρόμησης

e = y − ŷ
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Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση

Έστω το τυχαίο δείγμα
{(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN, yN)}

Για το τυχαίο σφάλμα του δειγματικού μοντέλου απλής γραμμικής παλινδρόμησης
έχουμε:

en = yn − ŷn, n = 1, . . . ,N

όπου η προσέγγιση του κάθε yn δίνεται ώς

ŷn = a + bxn

Άθροισμα τετραγωνικών σφαλμάτων

SSE =

N∑

n=1

e2n
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Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση - Εκτίμηση Ελαχίστων Τετραγώνων

Άθροισμα τετραγωνικών σφαλμάτων συναρτήσει των παραμέτρων του δειγματικού μοντέλου

Q(a, b) = SSE =

N∑

n=1

(yn − a− bxn)
2

Εκτίμηση ελαχίστων τετραγώνων

Ως εκτίμησεις των a, b λαμβάνουμε τις τιμές a∗, b∗ που ελαχιστοποιούν το άθροισμα των
τετραγωνικών σφαλμάτων.

a, b = argmin
a′,b′

Q(a′, b′)
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Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση - Εκτίμηση Ελαχίστων Τετραγώνων
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Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση - Εκτίμηση Ελαχίστων Τετραγώνων
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Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση - Εκτίμηση Ελαχίστων Τετραγώνων

Q(a, b) =

N∑

n=1

(yn − a− bxn)
2
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Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση - Εκτίμηση Ελαχίστων Τετραγώνων

ŷ = a + bx

b =
SSxy
SSxx

, a = Ȳ − bX̄

όπου SSxy, SSxx δίνονται ως:

SSxy =

N∑

n=1

xnyn − (
∑N

n=1 xn)(
∑N

n=1 yn)

N
, SSxx =

N∑

n=1

x2n − (
∑N

n=1 xn)
2

N

Επιπλέον τα SSxy και SSxx μπορούν ισοδύναμα να υπολογισθούν ως:

SSxy =

N∑

n=1

(xn − X̄)(yn − Ȳ), SSxx =

N∑

n=1

(xn − X̄)2
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Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση - Εκτίμηση Ελαχίστων Τετραγώνων

N∑

n=1

(xn − X̄)(yn − Ȳ) →
N∑

n=1

xnyn − (
∑N

n=1 xn)(
∑N

n=1 yn)

N
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Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση - Εκτίμηση Ελαχίστων Τετραγώνων

Παράδειγμα

Βρείτε τη εκτίμηση ελαχίστων τετραγώνων του μοντέλου γραμμικής παλινδρόμησης
υποθέτοντας τα παρακάτω δεδομένα.

{(0, 1), (1, 2), (2, 2)}
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Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση - Εκτίμηση Ελαχίστων Τετραγώνων

Άσκηση

Βρείτε τη εκτίμηση ελαχίστων τετραγώνων του μοντέλου γραμμικής παλινδρόμησης
υποθέτοντας τα παρακάτω δεδομένα.

{(0, 2), (1, 1), (1, 2), (2, 4)}
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Τυπική Απόκλιση των Τυχαίων Σφαλμάτων

y = A + Bx + ϵ, ϵ : όρος τυχαίου σφάλματος

▶ Για κάθε x έχουμε υποθέσει ότι το σφάλμα ϵ ακολοθεί την κανονική κατανομή
N (0,σϵ).

▶ Η τυπική απόκλιση σϵ του τυχαίου σφάλματος αναφέρεται στο πληθυσμό και κατά
επέκταση η τιμή της δεν είναι γνωστή στις περισσότερες περιπτώσεις.

Εκτιμήτρια της τυπικής απόκλισης των σφαλμάτων

se =

√
SSE
N− 2

, SSE =

N∑

n=1

(yn − ŷn)
2
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Τυπική Απόκλιση των Τυχαίων Σφαλμάτων

se =

√
SSE
N− 2

, SSE =

N∑

n=1

(yn − ŷn)
2

Γιατί εμφανίζεται το N− 2;
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Τυπική Απόκλιση των Τυχαίων Σφαλμάτων

se =

√
SSyy − b ∗ SSxy

N− 2

όπου:

SSyy =

N∑

n=1

(yn − Ȳ)2 =

N∑

n=1

y2n − (
∑N

n=1 yn)
2

N

Υπενθυμίζεται

SSxy =

N∑

n=1

(xn − X̄)(yn − Ȳ) =

N∑

n=1

xnyn − (
∑N

n=1 xn)(
∑N

n=1 yn)

N
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Τυπική Απόκλιση των Τυχαίων Σφαλμάτων

Εάν είχαμε γνώση των δεδομένων του πληθυσμού θα μπορούσαμε να υπολογίσουμε την
τυπική απόκλιση των τυχαίων σφαλμάτων από τη σχέση:

σϵ =

√
SSyy − B ∗ SSxy

Np

όπου σε αυτή την περίπτωση θα είχαμε:

SSyy =

Np∑

n=1

(yn − µy)
2, SSxy =

Np∑

n=1

(xn − µx)(yn − µy)
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Συντελεστής Προσδιορισμού (Coefficient of Determination)

Συνολικό Άθροισμα τετραγώνων

SST =
N∑

n=1

(yn − Ȳ)2

Άθροισμα τετραγώνων παλινδρόμησης

SSR =

N∑

n=1

(ŷn − Ȳ)2

Συντελεστής Προσδιορισμού

R2 =
SSR
SST

, 0 ≤ R2 ≤ 1 (γιατί;)

▶ Ποσοτικοποιεί την αποτελεσματικότητα του μοντέλου.
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Συντελεστής Προσδιορισμού (Coefficient of Determination)

SST = SSR+ SSE

SST =

N∑

n=1

(yn − Ȳ)2, SSR =

N∑

n=1

(ŷn − Ȳ)2, SSE =

N∑

n=1

(yn − ŷn)
2
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Συντελεστής Προσδιορισμού (Coefficient of Determination)

R2 =
SST− SSE

SST
=

b ∗ SSxy
SSyy

, 0 ≤ R2 ≤ 1

Αντικαθιστώντας τη τιμή του b έχουμε το R2 στη μορφή:

R2 =
SS2xy

SSxx ∗ SSyy
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Συντελεστής Προσδιορισμού (Coefficient of Determination)

Παράδειγμα

Βρείτε τον συντελεστή προσδιορισμού του συνόλου δεδομένων:

{(0, 1), (1, 3), (2, 4), (5, 4)}
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Δειγματική Κατανομή της Κλίσης b

Μέση τιμή, τυπική απόκλιση και κατανομή του b

µb = B, σb =
σϵ√
SSxx

b ∼ N (µb,σb)

▶ Όταν το σ είναι άγνωστο δεν μπορούμε να υπολογίσουμε το σb

Εκτιμήτρια της τυπικής απόκλιση του b

sb =
se√
SSxx
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