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Διάστημα Εμπιστοσύνης του µ

Στη συνέχεια θα περιγράψουμε τo διάστημα εμπιστοσύνης για την μέση τιμή του
πληθυσμού στις ακόλουθες περιπτώσεις:
1. Η μεταβλητή X ακολουθεί κανονική κατανομή
2. Η μεταβλητή X δεν ακολουθεί κανονική κατανομή

– Σε αυτή τη περίπτωση υποθέτουμε ότι το δείγμα είναι αρκετά μεγάλο (n ≥ 30)

▶ Επίσης θα εξετάσουμε χωρίστα αν γνωρίζουμε την τυπική απόκλιση σ ή όχι.
▶ Όταν το σ είναι άγνωστο χρειαζόμαστε τη t-κατανομή.
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Διάστημα Εμπιστοσύνης του µ

▶ όταν το σ είναι γνωστό θα έχουμε

Τυπική απόκλιση της X̄

σX̄ =
σ√
N

Διάστημα εμπιστοσύνης της µ

Το (1− a) ∗ 100% διάστημα εμπιστοσύνης για την µ είναι:

[X̄− zσX̄, X̄ + zσX̄]

όπου το z (z-score) λαμβάνεται έτσι ώστε

P(Z < z) = 1− a/2

▶ Περιθώριο σφάλματος: E = zσX̄
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t-Κατανομή (t-distribution)

▶ Είναι γνωστή και ως Student’s t distribution και σχετίζεται με την τυπική κανονική
κατανομή.

▶ Όπως και η τυπική κανονική κατανομή η t-κατανομή είναι συμμετρική γύρω από το
μηδέν, έχει καμπανοειδη μορφή και η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι
παντού θετική.

▶ Παρουσιάζει μεγαλύτερη διασπορά τιμών σε σχέση τη τυπική κανονική κατανομή.
▶ Η μορφή της εξαρτάται από το μέγεθος του δείγματος N. Μάλιστα η μοναδική

παράμετρος της συμβολίζεται με df και είναι άμεσα συνδεδεμένη με το N.

df = N− 1 (βαθμοί ελευθερίας)

▶ Όσο το df αυξάνει η t-κατανομή προσεγγίζει όλο και περισσότερο την τυπική
κανονική κατανομή.
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t-Κατανομή (t-distribution)

▶ Την t-κατανομή με df βαθμούς ελευθερίας θα την συμβολίζουμε ως tdf
▶ Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

p(t) =
Γ(df+1

2 )√
dfπΓ(df2 )

(
1 +

t2

df

)− df+1
2

▶ Μέση τιμή
E(T) = 0

▶ Διασπορά
V(T) = df/(df − 2)
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t-Κατανομή (t-distribution)
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t-Κατανομή (t-distribution)
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Υπενθύμιση του πίνακα των z-scores
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Διάστημα Εμπιστοσύνης του µ

▶ όταν το σ δεν είναι γνωστό δεν μπορούμε να υπολογίσουμε το σX̄

Εκτιμήτρια της τυπικής απόκλισης της X̄

sX̄ =
s√
N

Διάστημα εμπιστοσύνης της µ

Το (1− a) ∗ 100% διάστημα εμπιστοσύνης για την µ είναι:

[X̄− tsX̄, X̄ + tsX̄]

όπου το t λαμβάνεται από την tdf , df = N− 1 έτσι ώστε

P(T < t) = 1− a/2

▶ Περιθώριο σφάλματος: E = tsX̄
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Διάστημα Εμπιστοσύνης του µ

Παράδειγμα
Έστω ότι η μεταβλητή X ακολουθεί κανονική κατανομή. Έστω επίσης ότι για ένα δείγμα με 25 στοιχεία λάβαμε:

X̄ = 186, s = 12

1. Κατασκευάστε το 95 % διάστημα εμπιστοσύνης για την μέση τιμή µ.
2. Εάν για τη μελέτη μας το περιθώριο του σφάλματος θεωρείται μεγάλο τι θα μπορούσαμε να κάνουμε για να το

μειώσουμε;
3. τι θα άλλαζε αν γνωρίζαμε ότι σ = 12.
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Διάστημα Εμπιστοσύνης του µ
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Σχέσεις μεταξύ 2 Μεταβλητών

Δύο μεταβλητές που αναφέρονται στα ίδια στοιχεία λέμε ότι σχετίζονται αν κάποιες
τιμές της μια μεταβλητής τείνουν να εμφανίζουν πιο συχνά όταν η δεύτερη μεταβλητή
λαμβάνει συγκεκριμένες τιμές.

Εξαρτημένη μεταβλητή

Ονομάζεται η μεταβλητή για την οποία θέλουμε να περιγράψουμε και να εξηγήσουμε
την συμπεριφορά της. Συνήθως συμβολίζεται με Y.

Ανεξάρτητη μεταβλητή

Ονομάζεται η μεταβλητή η οποία χρησιμοποιείται για να δικαιολογήσει τις αλλαγές των
τιμών της εξαρτημένης μεταβλητής. Συνήθως συμβολίζεται με X.

Παράδειγμα

Το αλκοόλ προκαλεί πολλές παρενέργειες στον οργανισμό όπως είναι η πτώση της
θερμοκρασίας. Για τη μελέτη του φαινομένου, οι ερευνητές δίνουν διαφορετικές
ποσότητες αλκοόλης σε ποντίκια και έπειτα μετρούν την αλλαγή της θερμοκρασίας
τους 15 λεπτά μετά τη λήψη. Η ποσότητα της αλκοόλης είναι η ανεξάρτητη
μεταβλητή ενώ η μεταβολή της θερμοκρασίας είναι η εξαρτημένη μεταβλητή.
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Σχέσεις μεταξύ 2 Μεταβλητών

Για τη μελέτη του κατά πόσο δύο μεταβλητές συσχετίζονται, ακολουθούμε τα ακόλουθα
βήματα:

▶ Γραφική αναπαράσταση και υπολογισμός των περιγραφικών μέτρων
▶ Αναγνώριση προτύπων και μελέτη των αποκλίσεων των τιμών.
▶ Όταν τα πρότυπα είναι αρκετά ευδιάκριτα, επιλογή κατάλληλου μαθηματικού

μοντέλου για τη περιγραφή τους.
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Διάγραμμα Διασποράς (Scatter Plot)

Το διάγραμμα διασποράς παρουσιάζει τη σχέση μεταξύ των τιμών δύο ποσοτικών
μεταβλητών που αναφέρονται στα ίδια στοιχεία. Ο οριζόντιος άξονας εκφράζει τις τιμές
της μιας μεταβλητής (συνήθως της ανεξάρτητης μεταβλητής) ενώ ο κάθετος τις τιμές
της άλλης μεταβλητής (συνήθως της εξαρτημένης μεταβλητής).
Κάθε ζεύγος τιμών (x, y) για τα στοιχεία του πληθυσμού ή του δείγματος απεικονίζοντε
με ένα συμβολο.
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Προσθήκη Ποιοτικής μεταβλητής στο διάγραμμα διασποράς
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Θετική και Αρνητική Συσχέτιση

Θετικά συσχετισμένες μεταβλητές

Όσο μεγαλύτερες τιμές μιας μεταβλητής τείνουν να συνοδεύονται με όλο και
μεγαλύτερες τιμές της άλλης μεταβλητής.

Αρνητικά συσχετισμένες μεταβλητές

Όσο μεγαλύτερες τιμές μιας μεταβλητής τείνουν να συνοδεύονται με όλο και
μικρότερες τιμές της άλλης μεταβλητής.
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Συναρτησιακή Σχέση δύο Μεταβλητών

▶ Αν X είναι η ανεξάρτητη μεταβλητή και Y είναι η εξαρτημένη μεταβλητή η
συναρτησιακή σχέση των δύο μεταβλητών περιγράφεται μέσω μιας συνάρτησης f
στη μορφή Y = f(X).

▶ Για δεδομένη τιμή x της ανεξάρτητης μεταβλητής, η συνάρτηση f δίνει την
αντιστοιχη τιμή y της εξαρτημένης μεταβλητής Y.

▶ Η f δύναται να είναι στοχαστική συνάρτηση. Σε αυτή την περίπτωση ακόμη και για
ίδιες τιμές της μεταβλητής X μπορούν να προκύψουν διαφορετικές τιμές για την Y.
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Συναρτησιακή Σχέση μεταξύ Μεταβλητών
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Παλινδρόμηση (Regression)

Παλινδρόμηση

Ένα μοντέλο παλινδρόμησης είναι μια μαθηματική εξίσωση που περιγράφει την σχέση
μεταξύ δύο ή περισσότερων μεταβλητών. Το μοντέλο παλινδρόμησης με δύο
μεταβλητές, μια ανεξάρτητη και μια εξαρτημένη ονομάζεται μοντέλο απλής
παλινδρόμησης.

Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση (Simple Linear Regression)

Ένα μοντέλο παλινδρόμησης το οποίο συνδέει με γραμμικό τρόπο την ανεξάρτητη με
την εξαρτημένη μεταβλητή ονομάζεται μοντέλο απλής γραμμικής παλινδρόμησης.
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Παλινδρόμηση (Regression)
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Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση

Αιτιοκρατικό μοντέλο

y = A + Bx

Πιθανοθεωρητικό μοντέλο - Μοντέλο απλής γραμμικής παλινδρόμησης

y = A + Bx + ϵ, ϵ : όρος τυχαίου σφάλματος

A : σταθερός όρος (constant term), B : κλίση (slope)
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Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση

Παραδοχές

▶ Για δοσμένο x το ϵ ακολουθεί τυπική κανονική κατανομή.
▶ Τα τυχαία σφάλματα διαφορετικών παρατηρήσεων είναι ανεξάρτητα.
▶ Για κάθε x οι κατανομές των τυχαίων σφαλμάτων παρουσιάζουν την ίδια τυπική

απόκλιση.

Ευθεία παλινδρόμησης για τον πληθυσμό

µy|x = A+ Bx
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Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση
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Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση

Δειγματικό μοντέλο απλής γραμμικής παλινδρόμησης

ŷ = a + bx

▶ a είναι δειγματική προσέγγιση του A

▶ b είναι δειγματική προσέγγιση του B

▶ ŷ είναι η εκτιμώμενη τιμή του y για δοσμένο x

Τυχαίο σφάλμα του δειγματικού μοντέλου απλής γραμμικής παλινδρόμησης

e = y − ŷ
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Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση

Έστω το τυχαίο δείγμα
{(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN, yN)}

Για το τυχαίο σφάλμα του δειγματικού μοντέλου απλής γραμμικής παλινδρόμησης
έχουμε:

en = yn − ŷn, n = 1, . . . ,N

όπου η προσέγγιση του κάθε yn δίνεται ώς

ŷn = a + bxn

Άθροισμα τετραγωνικών σφαλμάτων

SSE =

N∑

n=1

e2n
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Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση - Εκτίμηση Ελαχίστων Τετραγώνων

Άθροισμα τετραγωνικών σφαλμάτων συναρτήσει των παραμέτρων του δειγματικού μοντέλου

Q(a, b) = SSE =

N∑

n=1

(yn − a− bxn)
2

Εκτίμηση ελαχίστων τετραγώνων

Ως εκτίμησεις των a, b λαμβάνουμε τις τιμές a∗, b∗ που ελαχιστοποιούν το άθροισμα των
τετραγωνικών σφαλμάτων.

a, b = argmin
a′,b′

Q(a′, b′)
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Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση - Εκτίμηση Ελαχίστων Τετραγώνων
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Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση - Εκτίμηση Ελαχίστων Τετραγώνων
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